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Tables de transformée de Laplace des signaux usuels

domaine temporel Domaine symbolique
3(t) 1
I(t) 1
p
r(t) 1
'3
tn n!
n+l
efat 1
pt+ta
sinm,t ®,
P’ +op
cosm,t p
P’ +og
Atnflefal A
(n—1) (p+a)
tsin ®,t 20,p
2, 2y
tcosm,t p-0,
2
(p2 +w§)
te *' 1
(p+a)’
sin((oot+¢) psin¢ + o, cos
p’ +o;
cos(oyt + ) pcos— o, sin ¢
p’ +op










Chap. 1 — Définition de la transformée — transformées simples

1.1 Systémes analogiques
e(t) s(t) +23 mars 1749 — 5 mars 1827
: *Grand savant frangais
——| systeme — *Mathématiques, Astronomie,
j Physique, Philosophie des
Sciences
*Transformée de Laplace :

méthode permettant de résoudre
R re B s(t) = e(d) facilement les équations
eft) & s(t) dt différentielles ordinaires a
coefficients constants
Figure 1.2 : Transformée de Laplace, Pierre-Simon
Figure 1.1 : Exemple de systéme : relation entre de Laplace

entrée et sortie

0

Exemple :

1.2 Intérét de la transformée de Laplace
¢ Outil mathématique facilitant I’analyse des systémes a temps continu
* Démarche méthodologique (outil mathématique) permettant de résoudre « facilement » des
équations différentielles
— en transformant les équations différentielles en équations polynomiales.
Démarche :
1. Transformation de Laplace
2. Résolution du probléme (Ex : étude des réponses temporelles et fréquentielles d’un systéme)
3. Transformation de Laplace inverse

1.3 Définition de la Transformée de Laplace
Soit un signal a temps continu causal s(t), sa transformée de Laplace s’écrit

—+oo

Lis(D}=S(p) = [s(t)e "dt

_ 1
La transformée inverse de Laplace s'écrit dans le cas général : L l{S (p )} =s(1) = E IS (p)e”dp
o— joo
L{S (1 )} =S(P) Onappelle S(p) la transformée de Laplace de s(t).
1.4 Transformée de Laplace des signaux-tests
1(t)
+ La rampe unitaire r(t) 1
r(i)=-i0 pour t.<0 L{F(f)}: 5
[t pour t=0 p
* L‘échelon unitaire T'(t) ] '
o Tt
~ [0 pour t<0 4 1
ST peiee vp EN -y ] =
p
+ L’impulsion de Dirac 5(t) 5 - >,
0 pour t=0 1 g
5(t):4l1 pour t=0 L{(5( ) 1
¥ = l‘ } =
0 £
+ L’exponentielle décroissante L{e_m }: 1
pt+ta
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Chap. 2 — Transformées complexes

2.2 Détermination de la Transformée de Laplace par identification a des fonctions et
utilisation des tables

« 3&me rampe (échelon) I ;_r(,) =4 e-T)
[0 pour t<0 A
T(i)=11 pour t=0
it}
A
L T
N — AT (t-T)
A
s)=—r(t)——.r(t-1)—-A1(x-T)
4 I
spy=A LA e
T p> T p* ' p

Figure 2.1 : Transformée d’une fonction donnée sous forme graphique

x(t)
L{x(1)}=X(p).

0 T t
0 T 2T 3T t

Lix, (0} = —2)

[

Figure 2.2 : Transformée de Laplace d'un signal périodique
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Chap. 3 — Transformées inverses et résolutions d’équations différentielles

3.1 Inversion de la Transformée de Laplace

La  transformée  inverse de  Laplace s'écrit  dans le cas général

O+ joo

1 1 Ot
L'S(p}=s)= e | s(pyedp

O —_joo

Voir aussi page 2 la décomposition en ¢léments simples

3.2 Résolution d’équations différentielles par utilisation de la transformée de Laplace

« Dans le cas ou l'ordre de l'équation différentielle est supérieur a 2, la
résolution d’équations différentielles devient compliquée. Il est préférable
dans ce cas d’utiliser une procédure utilisant la transformée de Laplace.

» La procédure de résolution est alors la suivante :

1. Appliquer la transformée de Laplace aux 2 membres de I'équation
différentielle en x(t)

« 2. Calculer X(p) en utilisant la table de transformée et les propriétés de la
transformée de Laplace

« 3. Décomposer X(p) en éléments simples puis utiliser la table de

transformée pour obtenir x(t) par transformée inverse

-3- Résumé de cours



Chap. 4 — Etude d’un systéme analogique — systeme du premier ordre

4.1 Etude d’un systéeme analogique — Fonction de transfert
»  Soit 'équation différentielle exprimant la relation entre le signal
d’entrée e(t) et le signal s(t) d'un systéme :
ds(n) =, " d”s(r)
dt dt”

d"e(r)
m df n

En supposant les Cl nulles, appliquer la transformée de Laplace aux 2
membres de I'équation en utilisant :

=ty
L{—df }—p-X(p)

(ao +ap+..+ a”p”)S(p) = (bo +bp+..+ bmp'").E(p)
m Zd:bjpj

i L by +bp+b,p’+..+b, =
Fonction de G(p)= { (P)} W s v WP =0
cr=0

a,s(t) + aq

= bye(r) + b, dedgr) +..+5b

transfert E(p) G PRI T o PP ;
2 n Zaa’pl
=0

Figure 4.1 : Relation entre transformée de Laplace et équation différentielle et fonction de transfert

« Déterminer la fonction de transfert associée a un circuit RC

ds (1)

i) RC = 4 5(1) = e(r)
—H?l—l =
l' {L(em): E(p)

— L(s(0)=S(p)

et s B
‘ RC(p.S(p)—s(0))+S(p)=E(p)

On suppose que les conditions initiales sont nulles, on peut alors écrire

(RCp+1).8(p) = E(p)

S(p) 1
S(p)=G(p).E 'ot G(p)=[—} S e
Or S(p)=G(p)-E(p) dou E(p)], , 1+ RGp
Figure 4.2 : Relation entre transformée de Laplace et équation différentielle — Fonction de transfert

(exemple)
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4.2 Stabilité d’un systéme a temps continu

» Définition I
— Un systeme est e T Stabilte
stable si sa réponse
a une entrée
bornée dans le
temps est elle-

Systémes instables

méme bornée dans
le temps

lim s(f)=0
f—>+4ow

+ Soit un systéme a temps continu décrit par :
G(p)= S(p) _b+thp+ b:p_]‘i-... + EJ,,_p"; _ 5
E(p) ay+ap+a,p +..+a,p

-

EJJ.-p":

ﬂipf

s

* Le systéme est stable si tous les poéles p, : racine du dénominateur
de G(p) sont a partie réelle negative

im(p)
Re (p,)< 0

STABLE INSTABLE

Re(p)

Outil mathe métique facilitant I'analyse des systémes a temps continu

Analyse des systemes a temps continu

Détermination de la fonction de transfert du systéme G(p)

T
3 1

Etude des réponses dans Etude des réponses dans
le domaine temporal Le domaine frequentiel
‘ S(p)=G(p).E(p)+Ci(p) ‘ ‘ Changement de variable : p => jo
|

I |

. Rép_onse Réponse
E(p)=1 E{:}I;:Ijjl,z Réponse fréquentielle

s()=L"(S(p)) s(t=L"(S(p)

Figure 4.3 : Utilisation de la transformée de Laplace pour I’étude des systemes
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4.3 Analyse des systémes du premier ordre

Equation générale d’un systéme du premier ordre
ds de

a,s(t)+a, —=b,e(t)+b, —

oS+ a—=be(t) +b —

En respectant les propriétés et tables de transformée
de Laplace, les équations précédentes deviennent :

a,S(p)+a,(pS(p)—s(0))=b,E(p)+b,(pE(p)—e(0))

On suppose que les conditions initiales sont nulles, on peut alors écrire

E(p) g ‘G TP

Le signal d'entrée est x(t) = 5(t), dans le domaine symbalique X(p) = 1.
La sortie Y(p) = G(p).X(p) = G(p)
En décompaosant en éléments simples et en utilisant les transformées

inverses de Laplace, on pourra exprimer la réponse impulsionnelle dans le
domaine temporel.

REPONSE IMPULSIONNELLE
UT
| \K
0 T\ temps

T : constante de temps

Le signal d'entrée est x(t) = I'(t), dans le domaine symbolique X(p) = 1/p.
Lasortie  y( )= G(p).x(p)= G(p)

En décomposant en éléments simples et en utilisant les transformées
inverses de Laplace, on pourra exprimer la réponse indicielle dans le
domaine temporel.

REPONSE INDICIELILE

1
093

0 T: tr : temps de réponse temps
constante

de temps

Eude asymptotique
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* quand o tend vers +oc, G tend vers 0 donc G, tend vers - oc. On
remarque que si ® tend vers + o, Gz = 20.logL =20.log 7' —20.log @
qui1 est 'équation d'une droite en logm de coeﬁlfdl%nt directeur -20 et
passant par le point ® = 1/T. Cette droite est asymptote a la courbe
reelle.

* Pour ®, =10.0,, ce qui représente une décade, on a :

* Ggp2 -Gyl =-201logo, +20.logn, =20.(-log(10.0,) + logn,) =
20.(-log(10) -log(®,) + log(®,)) =-20 log10 = -20dB. On dit que
cette droite est une droite de coefficient -20 dB/décade. Une pente
de 20 ou -20 dB par decade caractérise un premier ordre. La valeur
o, = 1/T s'appelle la pulsation de coupure. C'est la valeur pour
laquelle l'atténuation est de -3 dB autrement dit la valeur pour
laquelle I'amplitude du signal est divisée par +/2 car 20.log(1/ \5 )
=~ -3 dB.

» quand o tend vers 0. G tend vers 1 donc (i, tend vers 0. On a donc une asymptote
horizontale. GdB Diagramme de Bode : gain en dB

= Etude de la phase : -0}

20 F
20 dB
B0 par décade
p=arg(G(jo)) = arg(l)-arg(1+ jTw) -40
103 104 103 106
Arctg (0)— Arctg (Tw )= 0— Arctg (Tw)
0 Etude de la phase
guand o =0| quand o =1/T
z z
=0 =0—drctge (ND=0-=—=-=
= 2 4 4 s0p
guand ® — +x
-100
g L E 103 104 105 106
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Chap. 5 — Etude des systemes du second ordre

5.1 Analyse des systémes du second ordre

« Systémes décrits par une équation
différentielle linéaire a coefficients constants

du 2éme Ord re Fonction de Tt’r'ar:csfer"r d écrire
dz (z‘) ds({) sous la forme
S 4
+a,—— > +a,.s(t)=b,.e(r) _ K.,
dt b dt P +2zop+o,”
G(p)=—7F—"

Gp +ap+a, Autre forme possible :

*Gain statique K B K
. . G(p)—ﬁ
*Pulsation propre non amortie o, %+;p+1
a @

*Coefficient d'amortissement z

K, L B
e M Vv : ——
Vi) = — Vit RI_: SIEEJIQ
1 K
G(p):Lc3+(R TR)Cp+1l P 2z
p ¥ L p p—.\+—‘p+]

@,
*Gain statique K=1 !
Pulsation propre non amortie @, = Jic

e
. : . 1 ¢
+Coefficient d’'amortissement =z = ;(R}, +R,) ‘i

5.2 2éme ordre - Réponses indicielles

*Systéme apériodique

yw()=K 1_—;{1 eF‘+ L e?l
I -1, I -1,

nfh

Entmon nt sortin o

*Systeme pseudo-periodique

7 — =\
y()=K|1- e sinlmtvl—z" +

[ h—z e Q]J
sing=+1-2

cosp=-z

%
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5.3 2éme ordre - Relations caractéristiques

*Temps du 1er dépassement *Pseudo-période
T T L7
r}_‘)] = P = 2
w,N1-z* WgNl— z°
*Taux de dépassement *Pseudo-pulsation
Tz
D, % =100 ¥+ ®,=0,V1-z°
*Pulsation de résonance ®, =w,v1-2z"

5.4 2éme ordre — Réponse fréquentielle — Diagramme de Bode

i Pente; de 40 UB/dicads
= ; s B '
=
=
et

_100 - 5 H H i M H H H A . . H H voea
102 101 100 101
Frequency (rad/sec)
0

0
=
% -100
=

2200 L
102

Frequency (rad/sec)

id{cade

Ciain dB

Phase deg

Freguency (radfec)
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*Pulsation de coupure o_a -3db : fréquence a laquelle un

systeme de type passe-bas présente une amplitude inférieure
de 3 dB a celle du régime continu

- Systéme du 1er ordre .= 1/T
- Systéme du second ordre

3 2
0, =0N1l-2z <0,=0,V]1-z" <o, <o,

+la fréquence de coupure caractérise la bande passante d'un
systéme passe-bas

une bande passante élevée correspond a une constante
de temps faible (systémes rapides)

* Filtres de base

— Filtre passe-bas du 2éme ordre :

1

2z
= ]
CDD mD

G(p)= 2
P

— Filtre amplificateur HF du 2éme ordre :

)

G(py=L +2Zp+

2
@, @,

* Filtre passe-bas du 2éme ordre

1
1 E_' ? Penie de 740 arisie ok
G(p): 2 - — é)n — 100,
p 22 Pulsatbnis (radsec)
- EEEERES n
G)O (00 ® T S C oo FE TR
:,.":_‘--Em
:—:[I)

]
Pulsation o {radsec)

* Filtre amplificateur HF du 2éme ordre

Chin dB3

2 g 100,
Z Pulsation (radsec)

(=]
Fhas deg v

@

Pulsatione {radsec)
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TD 1 : Propriétés des transformées de Laplace — Transformées simples

a

Ex 1.1 A PREPARER
1.1.a Déterminer la transformée de Laplace de s(7) =e ', en utilisant la formule générale.
J O prerrrr 1

1.1.b Déterminer la transformée de Laplace de ~<-—>— . 220007, — o, en utilisant la formule
générale.

Ex 1.2
Déterminer la transformée de Laplace de r(t-ty) sans utiliser la formule générale, et en utilisant le
résultat démontré dans 1'exercice 1.1.b et les propriétés de la transformée de Laplace.

Ex 1.3
Déterminer la transformée de Laplace de s(7) =sin(a)ot ) , sans utiliser la formule générale, et en
utilisant le résultat démontré dans l'exercice 1.1.a.

Ex14:

, d*s(t) 2 : .
Démontrer que : L e =p~S(p) — ps(0) — $(0) , connaissant L

ds(t)}
dt

Ex1.5:
Déterminer la transformée de Laplace de s(2) =sin(,z).e ™

Ex1.6:
Déterminer la transformée de Laplace de s(7) = @, sin (wot).e

On utilisera deux méthodes pour résoudre cet exercice :
- En partant de la transformée de Laplace de 7. sin(a)ot )
- En partant des résultats de I’exercice 1.5

TD 1 -11- Transformée de Laplace



TD 2 : Transformées de Laplace complexes — théoréme des valeurs limites

Ex 2.1 A PREPARER:

Déterminer la transformée de Laplace du signal
dont I’évolution temporelle est représentée ci-
contre :

Ex2.2:
Soit le signal x(t) nul pour t<0 et pour t>T, et quelconque pour 0 <t <T.

Supposons connue sa transformée de Laplace L{x(t)}=X(p).

x(t) x(t-nT)
0 Tt 0 nT (@+1)T t

1. Soit x(t-nT) le signal correspondant a x(t) retardé de nT. Calculer L {X(t-nT)}

2. On s’intéresse au signal périodique X1(t) défini par : x, () = > x(t —nT)

n=0
XT(t)
0 T 2T 3T t
Calculer L {xT(t)} .
X
3. Démontrer que L{XT(t)}= 1% en partant de la formule de la somme de la série
—€
N 1_ N+1
géométrique : Za" =-—9
n=0 l-a
Ex23:
Déterminer, si elle existe, la valeur finale du signal s(t) ayant pour transformée de Laplace :
S( ) = L
P p’+2p° +p°
Ex2.4
Déterminer, si elle existe, la valeur initiale du signal s(t), sachant que sa transformée de Laplace est
),
S(p)= S
(p+a) +a,
Ex2.5:
Déterminer la transformée de Laplace du signal s(t)
en créneau dont 1’évolution temporelle est 1

représentée ci-dessous :
On pourra astucieusement utiliser les résultats =~ = tmmm—t el Loosen.
obtenus dans l'exercice 2.2. 0 T, 2T,

TD 2 -12-



TD 3 : Transformée inverse de Laplace — résolution d'équations différentielles

Ex3.1:
Déterminer les signaux originaux ayant pour transformée de Laplace :
A PREPARER 3.1.1.8/(p) = —5————
e p? +10p+16

1

S - -
3.1.2 S2(p) b2 (0r3)

p+4
p> +16

3.1.3 S;(p)=

Ex3.2:
Trouver la solution de I’équation différentielle suivante, pour t >0 :
2
d y2(t) 6O S5y(t) =e "' T(t) avec y(0) = y(0)=0.
dt dt

Ex3.3:

Exercice facultatif Si(p) = >
xercice facultatif S, (P (p2+6p+25xp+1)

D3 13-
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TD 4 : Utilisation de la transformée de Laplace pour I'étude des systémes a
temps continu

Ex 4.1 : Etude d'un systéme du premier ordre
On considere le montage analogique ci-contre :

1) Etablir 1'équation différentielle qui lie les tensions e(t) et s(t). R

2) Etablir I'expression de 1'équation donnant S(p) en fonction de E(p) et e(t) L s(t)
des conditions initiales.

3) Déterminer la fonction de transfert G(p) de ce systeme.

4) Analyse dans le domaine temporel - Réponse indicielle

e(t) est une tension continue A appliquée a l'instant t = 0. Etablir
I’expression de la réponse indicielle s(t) lorsque s(0) et e(0) sont
quelconques.

En supposant s(0) = e(0) = 0, représenter la réponse indicielle de ce
filtre, pour t > 0.

Question subsidiaire : 5) Analyse dans le domaine fréquentiel - Réponse fréquentielle
Déterminer G(jm), son module et son argument. Tracer la réponse fréquentielle en amplitude et en
phase. En déduire le type de filtrage réalis¢ et préciser la fréquence de coupure.

en ordonnée, mesuré en dB (sur I'échelle linéaire).

Ex 4.2 ENTRAINEMENT : on e(n
considere le montage suivant ou e(t)
est une tension rectangulaire E
appliquée a l'instant t=0 : ﬂ

. . Crpr
1.) Etablir lc?quatlon différentielle Te(t) o Ts(t)
liant les tensions e(t) et s(t). En
déduire la fonction de transfert en
Laplace.
2) Le condensateur étant initialement déchargé, établir 1'expression de s(t) entre les instants t = 0 et t = T/2, puis entre
les instants t = T/2 et t = T et enfin entre les instants t = T et t = 3T/2 en considérant que t=RC << T/2. On
considérera ici le signal en créneau comme étant la somme d'échelons retardés.
3) Donner l'expression de s(t) entre T et 3T/2 en calculant directement et en tenant compte des conditions initiales.
(facultatif)
4) Représenter 'allure de la tension s(t).
On se servira de la transformée de Laplace pour résoudre ce probléme.

TR 1| 392 t

-E
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TD 5 : Utilisation de la transformée de Laplace pour I'étude des systémes a
temps continu

Ex 5.1 : Etude d'un systéme du second ordre
On branche en série un condensateur C = 3 pF, une résistance R = 8 kQ et une inductance L = 25 mH. Cet ensemble est
soumis & une tension u(t) et traversé par un courant i(t).
1) Etablir I'équation différentielle qui lie u(t) a i(t). En déduire la fonction de transfert en Laplace , les conditions
initiales seront bien sir considérées comme nulles, lors du calcul de la fonction de transfert. Donnez cette fonction de
transfert en fonction de R, C et L, il n’est pas nécessaire ici de la mettre sous la forme standard (fonction de K, z et
(,00).
2) u(t) est une tension continue d’amplitude A appliquée a l'instant t = 0.
a) Donner I'expression de I(p), en fonction de U(p) et de R, L et C.
b) Afin de calculer i(t), nous allons devoir calculer le discriminant du dénominateur de I(p). Précisez quels sont
les cas de figure possibles, en fonction du signe de ce discriminant.
c¢) Vérifier, a ’aide des valeurs numériques, que dans notre cas, le discriminant est positif, et que nous avons
donc deux poles réels, que 1’on peut appeler a, et a,.
d) Donner 1'expression du courant i(t) en supposant que le condensateur est initialement déchargé, en fonction de a,
et o, et ensuite en fonction des valeurs numériques.

TD 5 17 -



Département Réseaux et Télécom
lere année 2010/2011

Durée 1h30

M4 : Transformée de Laplace

N B. : L'usage des calculatrices est autorisé
Aucun document autorisé
Soin, propreté et clarté seront appréciés par le correcteur

Les exercices sont indépendants et peuvent étre traités dans un ordre quelconque
Baréme approximatif : 1: 4 points - 2 : 3 points - 3 : 2 points - 4 : 5 points - 5 : 6 points - (total sur 20)

1. Soit le signal a temps continu représenté sur la figure x(t) /
1.

1.1. Ecrire 1'expression mathématique du signal x(t),

comme une composition de signaux usuels (type A

échelon, rampe). \
1.2. En déduire X(p), la transformée de Laplace du . 't

0
signal x(t).
Figure 1

J'(,) rrcrrrr 7 —

2. Calculer la transformée de Laplace de I’échelon <> =, .. [, _ e , a partir de la formule générale de

+00

la transformée de Laplace L{s(2)}= S(p) = J.S (2)e "'dt , en expliquant la démarche utilisée.

(0]

., . ; -pt)
On supposera si nécessaire que }l&n (e )— 0

3. Calculer dans chaque cas la valeur initiale et la valeur finale de s(t) :

5
3. S(p)=
4 (P) p’+3p+2
1

3b S(P):m

4. Déterminer les signaux originaux ayant pour transformée de Laplace :

5
4. S(p)=
: 2 p +3p+2

S(n)=——
* Do)

Examen de I'an dernier -18 -



On consideére le montage analogique ci-dessus
1) Etablir I'équation différentielle qui lie les tensions e(t) et s(t).

S(p)
E(p)’

On supposera naturellement que les conditions initiales sont nulles.

2) Calculer la fonction de transfert de ce systéme : G(p) =

3) Déterminer le(s) pdle(s) de G(p). Peut-on tirer des conclusions sur la valeur de ce(s) pdle(s) ?

4) Analyse dans le domaine temporel - Réponse indicielle

e(t) est une tension continue A appliquée a l'instant t = 0. Etablir I’expression littérale de la réponse indicielle s(t)
lorsque les conditions initiales s(0) =$(0) =0 .

5) Analyse dans le domaine temporel - Réponse impulsionnelle

65 0 pour t=0
B(t)=+
]1 pour t=0

e(t) est une impulsion . Etablir I’expression littérale de la réponse impulsionnelle s(t)

lorsque les conditions initiales s(0) =s(0) =0 .
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