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Organisation du cours (1/2)

* Cours magistral :
— 5 seances de 1,5 H pour la partie « Laplace »
— 5 seances de 1,5 H pour la partie « matrices »

* TD
— 5 seances de 1,5 H pour la partie « Laplace »
— 5 seances de 1,5 H pour la partie « matrices »

 Evaluation :
— 1 Examen sur le cours de « Laplace »
— 1 Examen sur le cours de « matrices »
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http://iut-tice.ujf-grenoble.fr/tice-
portail/PORTAIL/index.asp

* Connexion par
— DEMO (Groupe de TD)
— DEMO (numeéro d’étudiant)
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Organisation du cours (2/2)

1. Définition de la transformée — transformeées
simples

2. Transformees complexes

— Utilisation des tables

— Constructions graphiques

— Théoreme des valeurs limites

3. Transformees inverses et resolutions d’equations
differentielles

4. Etude d’'un systeme analogique — systeme du
premier ordre

5. Etude des systemes du second ordre
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Pré-requis

* Fonctions de trigonomeétrie
* Intégration, derivation

— Sinus, cosinus

— exponentielle
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1. Définition de la transformée -
transformées simples

1.1 Systemes

1.2 Transformée de Laplace

1.3 Définition

1.4 Transformées de fonctions élémentaires
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Un systéme est un ensemble fonctionnel, circonscrit dans une enveloppe (boite noire).
Il communique avec l'extérieur a I'aide de signaux.

Les signaux d'entrée permettent de I'exciter, les signaux de sortie d'observer son
comportement.

Un four (entrée : débit de gaz, sortie : température) est un systéme a temps continu
analogique.

Une loterie (entrée : la mise du joueur en début de partie, sortie : son gain) est un systéme
numeérique (a temps discret).

Un voltmétre numérique (entrée : tension a mesurer, sortie : tension affichée) est un systéme
mixte, c'est un systeme échantillonné.

Un systéme linéaire est un systeme pour lequel les relations entre les grandeurs d'entrée et
de sortie peuvent se mettre sous la forme d'équations différentielles linéaires a
coefficients constants. Si le systéme n'est pas linéaire, il est souvent possible de le
linéariser pour de petites amplitudes autour d'un point de fonctionnement
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1.1 Exemple de systeme :
relation entre sortie et entrée

v e(t) v S(t)

. »  systeme >
0 5 i
Exemple :
Equation du systéme = relation mathématique
entre l'entrée e(t) et la sortie s(t)
A R A p
— S(7
e(t) c T | 3V RC d( ) . s(t) = e(?)
4
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1.1 Analyse dans le domaine temporel :

= S détermination de la réponse indicielle d'un circuit RC
ds(t
— RC () -s(t) = e(t)
A R A dt
e(t) C :: S(t)

Exemple : pourt=0

e(t)=1

S (t ) — 1— e RC %0 000z 0004 0006 0008 001
.
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1.1 Systemes analogiques
(systemes a temps continu)

*Structure (realisation) des systemes

analogiques

— A l'aide de composants électroniques passifs (sans
alimentation, R, L, C) ou actifs (avec une alimentation
externe => amplificateurs opérationnels)

— Systemes optiques
— Mais aussi systeme mécanique, systeme
thermodynamique...

‘Les systemes analogiques traitent des
signaux a temps continu

COM
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1.2 Transformée de Laplace
Pierre-Simon LAPLACE

*23 mars 1749 — 5 mars 1827
*Grand savant francais
‘Mathématiques, Astronomie,
Physique, Philosophie des
Sciences

*Transformée de Laplace : méthode
permettant de résoudre facilement
les equations differentielles
ordinaires a coefficients constants
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1.2 Intéret de la transformée de

Laplace

*  Outil mathématique facilitant I'analyse des systemes a
temps continu

* Demarche methodologique éouti[ mathématique) permettant
de résoudre « facilement » des équations diftérentielles

— en transformant les équations différentielles en équations
polynomiales.

Démarche :
1. Transformation de Laplace
—> — On passe du domaine temporel au domaine de Laplace (on dit
aussi domaine symbohque?

2. Resolution du probleme (Ex : étude des reponses temporelles et
fréequentielles d’'un systeme)

3. Transformation de Laplace inverse

=) — On revient du domaine symbolique au domaine temporel, apres
avoir fait les calculs
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Laplace A

s(t)

Soit un signal a temps continu causal s(t), sa /\/\

transformée de Laplace s’écrit :

Lis()}=S(p) = [ s(t)e "dt

p est la variable de Laplace (parfois notée s).
p est une variable complexe :

p=oc+ jo;lo,o}e R’
La transformée de Laplace inverse s’écrit :

O'+]oo
|

L'S(p)}=sn=7 | S(p)e”dp

o — ]OO
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1.3 Transformée de Laplace

— La transformée de Laplace
définie précédemment prend le
nom de transformée de Laplace
monolatére. Il existe en effet

une transformée de Laplace +30
définie par : L{S(t)}= S(p)= js(t)e‘ptdt
— |l existe une relation entre la -

transformée de Laplace bilatére

et la transformée de Fourier S(jw)=[S(p)]_,, = js(t)e Jo dt
d'un signal a temps continu

L{S(t)} — S(p) On appelle S(p) la transformée de Laplace
de s(t)
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1.3 Conditions d'existence de la transformée
de Laplace

S(p) existe si I'intégrale converge, c’'est-a-dire si :

j s(1)|dt < oo

La primitive doit tendre vers une limite 0

* Géneralement, si la fonction s(t) est borneée,
'intégrale de Laplace est convergente et donc

a transformée de Laplace existe
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* W 1.4 Transformée de Laplace de signaux-tests

WD (fonctions élémentaires)
r(t)
* La rampe unitaire r(t) 1
0] t<O —
r(t)Z{ POHE 2= L{’”(t)}— 2
t pour t>0 P
. . >
* L‘échelon unitaire I'(t) 0
NG
O pour t<O A 1
I'(t)=
® {1 pour t>0 L L{F(t)}: -
P
* L’impulsion de Dirac 5(t) s >
0
O pour t=0 1
o(t) =
1 pour t=0 L{5(t)}= 1
0 >
1
-+ L’exponentielle décroissante L{e_“t }:
pt+a

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT 16



nnnnnn 1 -

UNWERSITE U
Joser]

FOURIER ~ tec

WC 1.4 Propriétés de la transformée de
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* Linéarité et superposition L{a.s(t)}: a.S(p)
Lia.s(t)+bv(t)}=a.S(p)+ bV (p)

* Exemple : Licos(w,t)}

Lisin(w,t}

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT
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Laplace

* Intégration par rapport au temps : t
{j }=—S<p>

0

* Dérivation par rapport au temps : dS(t)
=p.S(p)—s(0
{ dt} p-S(p)-s(0)
d"s(t " e n— n— n

LSO ()= 500 5(0) = s 0)=50)

* Produit d’'un signal par une exponentielle : L{e_ats(t)}Z S(p + a)
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Laplace

» Théoréme du retard : L{S(t — to)}‘Z e " .S(p)

* Changement d’échelle : L{S(Cl.l‘)} — lS[ﬁj
d a

* Produit par le temps : L{t.s(t)} _ dS(p)
dp
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2. Transformées complexes

2.1 Utilisation des tables
2.2 Constructions graphiques

2.3 Théoreme des valeurs limites

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT
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2.1 Table de transformeée

Propriétés ou theoremes

domaine temporel

domaine de Laplace p (ou s)

Linéarité et superposition 500+ 5,00 S.(p}+5.(p)
4.5(1) 4.5(p)
Dérivée 1% par rapport au ds(t) 2-S(p)—s(0)
temps dr
R ) d 2 -
E;;gsee 2™ par rapport au d SE;) 22.5(p) - p.s(0)— 5(0)
{it‘
Dérivée n®™ par rapport au d"s(t) PSPy — P s(0) = ... — sU(0)
temps ar"
Intégration par rapport au j’ st S(p)
temps 2 »
Théoréme du retard st —t,) e ""S(p)
Produit du signal par une e “s(1) S(p+a)
exponentielle
Produit par le temps £ 5(t) ds(p)
dp
; A 8]
Produit par i = —1
" (1) (-1) pe
Produit par l'inverse du temps s(t) IMS(x}dx'
e s '
T 1 it
Produit de convolution FO*e@) = L, flt—- D) e(r)dr Fp)G ()
Produit simple f(t)g(t) # F(p)G(p) !
Changement d'échelle s{at) avec a=0

i

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT
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- 2.1 Exemple d'une rampe quelconque

* rampe
A
0 0 pour t<O —]/'(t)
t pour t>0 T
s(t)
r(t) - N
> i
0 ' i
T

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT

23



2.1 Exemple d'une rampe quelconque
retardée

* rampe

O pour t<O
r(t) =
t pour t>0

s(t)
r(t) A L

l :

To

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT 24



2.2 Transformée d'une fonction donnée
sous forme graphique

* Par décomposition en fonctions élementaires

(sighaux-tests) de tran

sformeées de Laplace

connues (échelon, rampe...) pour exprimer

s(t)
* Puis détermination de

de Laplace
A

S(p) = L{s(t)} par trans.
s(t)

Transformée de Laplace
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e 1ere

O pour t<O
r(t) =
t pour t>0

r(t)

2.2 Transformée d'une fonction donnée
sous forme graphique

rampe

%.r(t)

T

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT
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2.2 Transformée d'une fonction donnée
sous forme graphique

* 2eme rampe

%.r(t)

O pour t<O
r(t) =
t pour t>0

r(t)

T — A :
—r(t—=T
7 (t—T)

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT 27



2.2 Transformée d'une fonction donnée
sous forme graphique

* Résultante des deux
rampes _-V(t) ,
T /

\
™ —A4
N T)
\
i
Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT N 28
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* 3eme rampe (eéchelon)

O pour t<O
I'(t)=
1 pour t>0

(1)

1

-

A A

0

2.2 Transformée d'une fonction donnée
sous forme graphique

A

— A
—. +—r(t—=T
0 () +—=r(t=T)

—AT(t=T)

s(t)=—r(t)——.r(t—T)-AI'(t—-1T)

T T
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2.2 Transformée d'une fonction donnée
sous forme graphique

) _‘ s(t)
s(t)= %.r(t) — %.r(t —-T)—AI'(t-T)

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT
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2.2 Transformée de Laplace

A A
N="r() =20t -T)—AT(t-T
s(t) Tr() Tr( ) (t1-T)
A1 Ae?! e !
S(p)=—.— ——A.
I p~ 1T p p

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT
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perlodlque
/\—9 L{X(H)}=X(p).
X
L{XT (t)} — (Ijo
l—e¢

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT
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2.2 Propriétés de la transformée de
Laplace

o0
*Produit de convolution temporel :  x(¢) * y(¢) = Ix(r).y(t —7).dT
0

Lix(¢)* y(t){= X (p).Y (p)

Le produit de convolution entre x(t) et y(t) est tel que la transformée de ce produit de
convolution est égale au produit « simple » des transformée de x(t) et y(t)

produtsmpie:  LPX(0D). (D)} # X (p)*Y (p)!!
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2.3 Théoreme des valeurs limites

*Théoréme de la valeur initiale : S(O) = 11IIOI(S(Z‘)) = lim (pS(p))
t— p—>+®

*Théoréme de la valeur finale, si les limites

existent :
}i_)rg(s(t)) = Lig(}(p-S (p))

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT
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3. Transformées inverses et
résolutions d'équations différentielles

3.1 Transformées inverses

3.2 Résolutions d'équations
différentielles

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT
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Soit un signal a temps continu causal s(t), sa

transformée de Laplace s’écrit :

Rappel : Définition de la
Transformée de Laplace

s(t)
/\\/\

Lis(t)}=S(p) = | s(t)e ™ di —

p est la variable de Laplace (parfois notée s).

p est une variable complexe :

La transformée de Laplace inverse s’écrit :

p=oc+ jo;lo,o}e R’

L'{S(p)f=s(t)=

1
27

O+ joo

| S(p)e”dp

O — Joo
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3.1 Inversion de la transformée de
Laplace (cas des poles réels)

* Le probléme consiste, a partir de la transformée de Laplace S(p), de retrouver le

signal original s(t) : L' {S(p)} = 5(?)

* On pourra, si nécessaire, utiliser la décomposition en éléments simples

be Fi

Soit S{p) = il avec H>m

L

2.4 P
=0

1er cas : Les n poles de S(p) sont tous distincts, dans ce cas :
A A A

M= ——+——
P-pP PP P-p,

avec A, = ;i_r)ll}((p— p,)S(p)) i=1,2,.n

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT



3.1 Inversion de la transformée de
Laplace (cas des poles réels)

l2éme cas : S(p) posséde un pdle multiple p; de multiplicité r, dans ce cas

o A, 4 4

p_pi_i_tp_ﬁzl]l (p-p,)
PRCHCOSRE [,

S

Ll 5

Réqgle de Hazony et Riley

Si n=m+1 alors Zﬂi =10
=1

Si n=m+1 alors Zﬂi =1

1=1
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3.1 Exemples de transformées inverses
1 —
p +2p-3

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT
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3.1 Exemples de transformées inverses

Deux poles simples p,=1 et p,=-3

$,(P)=—— =

p’+2p-3 (p—1\p+3) p-1 p+3

avec A, = ;i_r)ll}((p— p,)S(p)) i=1,2,.n

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT
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3.1 Exemples de transformées inverses

Deux poles simples p,=1 et p,=-3

1 1 4 A
S (p)= _ . T
2 PP+2p-3 (p-1)\p+3) p-1 p+3

avec A, = ;i_r)ll}((p— p,)S(p)) i=1,2,.n

A, =1lim| (p —1). L i |21
p—>1 p—1 p+3 =1 p+3 4
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3.1 Exemples de transformées inverses

Deux poles simples p,=1 et p,=-3

1 1 4 A
S (p)= _ . T
2 PP+2p-3 (p-1)\p+3) p-1 p+3

avec A, = ;i_r)ll}((p— p,)S(p)) i=1,2,.n

A, =1lim| (p —1). L i |21
p—>1 p—1 p+3 =1 p+3 4

A, = lim| (p+3). L b gim| =L
p—>=3 p—1 p+3 r—>=3 p—1 4
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3.1 Exemples de Transfor'mées inverses
Deux péles simples p,=1 et p2

5,(p)=—2 / ’

p1p+3p1p+3

On a donc réussi la décomposition en éléments
simples de S,(p), il ne reste plus qu'a déterminer la

transformée inverse de Laplace.
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3.1 Exemples de Tmnsformées inverses
Deux péles simples p,=1 et p2

5,(p)=—2 / s

p— 1 p+ 3 p— 1 p+3
On a donc réussi la décomposition en éléments
simples de S,(p), il ne reste plus qu'a déterminer la

transformée inverse de Laplace.
En utilisant les tables, on obtient

1, 1
S(f)=—.e ——e
(7) 1 1

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT
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3.1 Exemples de transformées inverses
2 A A, B

(p+2f(p+1) p+2 (p+2) p+1

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT
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3.1 Exemples de transformées inverses
2 A A, B

P2 (1) pr2 (pr2y pel
- Calcul du terme B (pour le pdle simple p=-1)
| 2 ' 2
B= I 1 = =2
S P ) Cieay
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3.1 Exemples de transformées inverses

- Calcul du terme A, (pour le pole multiple p=-2)

4=t qim |9
(r—i)! p—pa| dp"”

UNIVERSITE
JOSEPHIOURER

(p-p,YS(p)}

- r : ordre de multiplicité du péle
- i est le coefficient du pdle, variant de 1 ar

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT



3.1 Exemples de transformées inverses

- Calcul du terme A, (pour le pole multiple p=-2)

4=t qim |9
(r— °)! p—pa| dp"”

(p-p,)S(p)}

e : 1) pETLZ;II {(p w2 (p+ 2)%(1? + I)H ) pErBZLZ’ {(p 2+ I)H

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT 50



3.1 Exemples de transformées inverses

- Calcul du terme A, (pour le pole multiple p=-2)

4=t qim |9
(r— °)! p—pa| dp"”

(p-p,)S(p)}

e : 1) pETLZ;II {(p w2 (p+ 2)%(1? + I)H ) pErBZLZ’ {(p 2+ I)H

—2(p+1)| [-2
p—-2 (p+1) 1

N
1
é.
1
1
0
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3.1 Exemples de transformées inverses

- Calcul du terme A, (pour le pdle multiple p=-2)

4=t qim |9
(r—i)! p—pa| dp"”

(p-p,YS(p)}

SE . 2) pErfz:;;zz {(p . (p+ 2)%(19 + 1)} ] pl—irBzH(p 2+ %

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT




am =i 3.1 Exemples de transformées inverses
2 A A B
S = =—1 2
P2 (oel) pe2 (pa2) pel
2 -2 —2 2
5,(P) = T T

:(P+2)2(P+1) p+2 (p+2) p+l

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT
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3.1 Exemples de transformées inverses

S.(p)= 2 4 4, B
2 (p+2V(p+1) p+2 (p+2) p+1
S.(p)= 2 -2 2 2
A 2 (pr1) pr2 (pe2f 4l

Détermination de la transformée inverse de
Laplace.
En utilisant les tables, on obtient

s,(t)=-2.e -2te " +2e”

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT 54



3.2 Résolution d'équations différentielles
par utilisation de la transformée de
Laplace

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT
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3.2 Résolution d'équations différentielles
linéaires a coefficients constants par la
transformée de Laplace

Dans le cas ou 'ordre de I'équation differentielle est supérieur
a 2, la résolution d’équations différentielles devient
compliquée. Il est préférable dans ce cas d’utiliser une
proceédure utilisant la transformeée de Laplace.

La procedure de résolution est alors la suivante :

1. Appliquer la transformée de Laplace aux 2 membres de
I'équation différentielle en x(t)

2. Calculer X(p) en utilisant la table de transformeée et les
propriétés de la transformée de Laplace

3. Décomposer X(p) en élements simples puis utiliser la
table de transformée pour obtenir x(t) par transformée inverse

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT 56



3.2 Exemple, déterminer y(t), avec

y(0)=0

) _, J(t)= e

dt

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT
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3.2 Exemple, déterminer y(t), avec
y(0)=0

) _, P(1)=e"
dt 1
- J'effectue la transformée de Laplace pY(p)—y(0)-3.Y(p)= D42

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT
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3.2 Exemple, déterminer y(t), avec

dy(t) Y(O):O
S 3y =e”
dt 1
- J'effectue la transformée de Laplace ~ p-.Y(p)— y(0)-3.Y(p) = D42
1
-A (0)=0 —J). =
vecy (P 3)Y(P) D42

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT
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3.2 Exemple, déterminer y(t), avec

dy(t Y(O):O
DO _3y(1)=e”
dt 1
- J'effectue la transformée de Laplace ~ p-.Y(p)— y(0)-3.Y(p) = )
1
-A (0)=0 —J). =
vecy (P 3)Y(P) D42
A 1
- D'otl Y(p)=
P 23)

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT
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3.2 Exemple, déterminer y(t), avec

o y(Orﬂ)
B 3y(n)=e?
dt i
- J'effectue la transformée de Laplace ~ p.Y (p)—y(0)=3.Y(p) = m
1
- Avec y(0)=0 ~3)Y(p)=——
(p—3)Y(p) o
" 1
- D'ou Y(p)=
P 2)p-3)
- Décomposition en éléments simples Y(p)= 4 b

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT
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3.2 Exemple, déterminer y(t), avec

o y(O)zO
A —3y(t)=e"’
dt |
- J'effectue la transformée de Laplace ~ p.Y(p)—y(0)-3.Y(p)= -p )
1
- Avec y(O):O — 3 Y - _
(p-3)Y(p) o~
N 1
- D ou Y(p) —
(p+2)(p-3)
- Décomposition en éléments simples Y(p)= 4 + 5
D=2 (r-3)
—1/5 1/5
- Aprés détermination de A et B Y(p)= (s +2)+ (p=3)

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT
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3.2 Exemple, déterminer y(t), avec
dy(t) y(0)=0

—3y(t)=e"
” y(1) = |
- J'effectue la transformée de Laplace ~ p.Y(p)—y(0)-3.Y(p)= D42
- Avec y(0)=0 (P - 3)-Y(P) = 1
p+2
A 1
- D'oll Y(p)=
P o+ 2p-3)
P, o4 o 71 7 e A B
- Décomposition en éléments simples Y(p)= +
P+ (p-3)
- o —1/5 1/5
- Apres détermination de A et B Y(p)= (» +2)+ (p-3)
1 5

- D'otl I'expression de y(t) aprés transformée inverse V(1) = ?e "+ — 5¢

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT
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4. Etude d'un systeme analogique -
systeme du premier ordre

4.1 Etude d'un systeme analogique - Fonction de
transfert

4.2 Analyse de la stabilité d'un systeme
4.3 Systeme du premier ordre

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT
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4.1 Relation entre transformée de Laplace et équation
différentielle et fonction de transfert

* Soit 'équation différentielle exprimant la relation entre le signal
d'entrée e(t) et le signal s(t) d'un systeme :
ds(?) +...+a, d”s(2) = bye(t) + b, de(?) +...+ b, d”e(?)
dt dt” dt dt™

a,s(t) + a,

* En supposant les Cl nulles, appliquer la transformée de Laplace aux 2
membres de |I'équation en utilisant :

dx()|
{dt }—p-X(p)

(a0+a1p+ +ap)S(p) ( b, +b,p+.. +bmpm).E(p)

m

ijpj

Fonction de |G( py = | 52 _by+bp+bp’+..+b,p" S
transfert E(p) ¢ o a0+a1p+a2p2+...+anp Zap
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4.1 Application :

il Mise en équation d'un circuit RC
u,(t) = Ri(t) u, (1) =L d;(;)

| du

R (1)=C—=

A __A i(t)=C ”

e(t) c—T | U
up()+uc(t) =e(?)
ds(t

RC a’(t) -s(t) = e(t)

(RC(p-S(p)-s(0)))+S(p) = E(p)
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4.1 Application :
Mise en équation d'un circuit RC

— S(p)=6(p).E(p)+C.(p)

e(t) c T s(t)
Transformée Transformée
de la sortie Fonction de de l'entrée
transfert Conditions
L(s(1)) du circuit RC L{e(1)) initiales
1
G(p)=
2 1+ RCp

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT 67



... 4.1 Relation entre transformée de Laplace et équation
s s différentielle - Fonction de transfert (exemple)

Déterminer la fonction de transfert associée a un circuit RC

(RC(p.S(p)-5(0)))+S(p)=E(p)

ig-)>— On suppose que les conditions initiales
A R A sont nulles, on peut alors écrire
e(t — | s(® (RCp + 1).S(p) =FE(p)
() c
S(p)=G(p).E(p)
E(p) S(p)
’ G(p) ‘ | S(p) 1
“p)= [E (p)LO 1+ RCp
Fonction de
transfert

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT
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* Définition
— Un systeme est
stable si sa reponse
a une entree bornee
dans le temps est
elle-méme bornée
dans le temps

lim s(#)=0

f——>+o0

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT
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4.2 Stabilité d'un systeme a temps

Systémes stables

Systémes en limite
de stabilité

Systémes instables

T
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WU 4.2 Analyse de la stabilité d'un systéme

UNIVERSITE d
JOSEPHFOURIER ~ technologie 1

EEEEEEEE 1 a temps continu

» Soit un systéme a temps continu décrit par : Zn:bpj
G(p) = S(p) b,+bp+bp’+...+b,p" =’

E(p) a0+a1p+a2p2+...+anp" ia-pi
i=0

« Le systéme est stable si tous les pdles p, : racine du dénominatel_Jr
de G(p) sont a partie réelle négative

Im(p)
Re(p. )< O
(p ’) STABLE INSTABLE
* Exemples :
p’ p’
XP) =— 5= 5 S
p +p (p—D(p+2) e(p)
10p—1 10p—1
X,(p)= b =L

p2+2p+1 Bl (p+l)2
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*TE WU 4 3 Utilisation de la transformée de

UNVERS!
JOSEPHIORER  technologle

““““““““ ~ Laplace pour l'étude des systemes

* Outil mathématique facilitant 'analyse des systémes a temps continu

«Q
-

Analyse des systémes a temps continu

Détermination de la fonction de transfert du systéme G(p)

]
y v

Etude des réponses dans Etude des réponses dans
le domaine temporel Le domaine fréquentiel
S(p)=G(p).E(p)+C,(p) Changement de variable : p => jo
Reéponse Réponse
impulsionnelle indicielle ) ] .
E(p)=1 E(p)=1/p Réponse fréquentielle
s(t)=L"(S(p)) s(t)=L"(S(p))
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4.3 Analyse des systemes du
premier ordre

Rappel : on appelle équation difféerentielle du premier
ordre toute relation entre la variable t, une fonction
s(t) et sa derivéee premiere s'(t)

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT
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4.3 Analyse des systemes du
premier ordre

Equation génerale d’'un systeme du premier ordre

a,.s(t)+a, — as =b,.e(t)+b, —

dt

de
dt

En respectant les propriétées et tables de transformée
de Laplace, les equations precedentes deviennent :

a,S(p)+a, (pS(p)-s(0))=b,E(p)+b (pE(p)—e(0))

On suppose que les conditions initiales sont nulles, on peut alors écrire

S(p)

G(p)=

E(p)

b, +b p

d, +Cllp
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4.3 Analyse des systemes du
premier ordre du type passe-bas

Equation génerale d'un systeme du premier ordre de
_ ds
type passe-bas a,s(t) +a, > = bye(r)
dt
En respectant les propriétées et tables de transformée

de Laplace, les equations precedentes deviennent :
a,S(p)+a,(pS(p)—s5(0))=b,E(p)

b K K : gain
0 G(p)= T : constante de temps

a,+a,p T.p+1

G(p)=

| K=b,/q, et T=a,/a,
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r(t)

* La rampe unitaire r(t)
O pour t<O
r(t) :{

Retour sur l'impulsion de Dirac

t pour t=0 P
. s >
* L‘échelon unitaire I'(t) 0
I'(t)
O pour t<O A 1
I'(t)=
® {1 pour t>0 L L{F(t)}: -
P
* L’impulsion de Dirac 5(t) s >
0
O pour t=0 1
5(t) =
1 pour t=0 L{5(t)}= 1
>
: 1
-+ L’exponentielle décroissante L{e_“t }:
pt+a

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT
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Impulsion de Dirac

* Fonction impulsion unité
(ou distribution de

Dirac)
(y SI X € [O, 5[
&

o(t) = lim £.(¢)
0 si x¢& 0, |

c—0

0 € T
Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT

76



Propriétés de l'impulsion de Dirac
Surface unitaire

[ 7 (e)ar =1

L'impulsion de Dirac o(t)=1lm f (t)
’ E

permet de représenter £—0

une action de grande

amplitude s'exergant 5 (0

durant un temps tres 1

court

(ex : flash, éclair...)

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT
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Transformée de Laplace de l'impulsion
de Dirac (1/2)

)=tim[7 Ve e =tinf [ e

[ B ¢ )

. —le™?” [ —e P

= lim y ¢ zhm[ € +1]
8—)0\ E i p _0/ c—0 p.g

S (1)

i
0
Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT
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Transformée de Laplace de l'impulsion
de Dirac (2/2)

* D.L. au voisinage de 0 de e~ :
2 3 n

_ x° X X
e =1-x+—- +...+(—1)"—+0(x”)
2 3 n!
N (R P 2 o [ A
1im(1_e jzlim — lim =1im(1—@+...j:1
>0 p.E >0 D.E >0 D.E >0 2

donc L(5(t))=1
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4.3 Analyse des systemes du
premier ordre du type passe-bas

Equation génerale d'un systeme du premier ordre de
_ ds
type passe-bas a,s(t) +a, > = bye(r)
dt
En respectant les propriétées et tables de transformée

de Laplace, les equations precedentes deviennent :
a,S(p)+a,(pS(p)—s5(0))=b,E(p)

b K K : gain
0 G(p)= T : constante de temps

a,+a,p T.p+1

G(p)=

| K=b,/q, et T=a,/a,
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* Le signal d'entrée est e(t) = 6(t), dans le
domaine symbolique E(p) = 1.

* La sortie S(p) = G(p).E(p) = G(p)

(K
s(t)=L"(S(p))=L"(G(p))= Ll(l KT j: L 7
TAIp \44—19/

K 7
S(f)=—.
(7) .
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4.3 Etude de la réponse impulsionnelle d'un
systeme du premier ordre de type passe-bas

* En décomposant en éléments simples et en utilisant les transformées
inverses de Laplace, on pourra exprimer la réponse impulsionnelle dans
le domaine temporel.

REPONSE IMPUIL.S

K/T I

o

O _} | | ten

T : constante de temrtcg

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT
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4.3 Etude de la réponse indicielle d'un
systeme du premier ordre de type passe-bas

Le signal d'entrée est e(t) = I'(t), dans le domaine symbolique E(p) = 1/p.
La sortie 5 ) = G(p).E(p) = T2
P

s(t)=L"(S(p))=L (G(p)j Ll( K j N7

p 1+Tp p /T+p p

_ A _ - K K —t/T
s(®)=L"(S(p))= L/Tﬂ’ p]—L {%+p+p]=—]{e +KI'(¢)
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4.3 Etude de la réponse indicielle d'un
systeme du premier ordre de type passe-bas

* En décomposant en éléments simples et en utilisant les transformées
inverses de Laplace, on pourra exprimer la réponse indicielle dans le
domaine temporel.

REPONSE INDICIETL

O L E tr : temps de répaoast
constante
de temmps

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT
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4.3 Etude de la réponse fréquentielle d'un
systeme du premier ordre de type passe-bas

K
G(p)= 1+7.p

* Pour cela, on prend la fonction de transfert en Laplace en
faisant le changement de variable p = jo, d'ou

1 1
G ., =20.logl| G(w) |)=20.10 =20.lo
& ¢(G(o)|) g(HTjwj g(\/Hszzj

* Le diagramme de Bode se represente sur une echelle semi-
logarithmique avec o en abscisse (sur I'échelle logarithmique)

et G en ordonnée, mesuré en dB (sur 'échelle lineaire).
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4.3 Etude asymptotique

quand o tend vers +oc, G tend vers 0 donc G, tend vers - oc. On remarque que si
o tend vers + oc, Gy, = = 20.10gi qui esDelpgafier?0.log @

d'une droite en logm de coefficient directeur -20 et passa%‘ta) par le point ® = 1/T.
Cette droite est asymptote a la courbe réelle.

Pour o, = 10.0,, ce qui représente une décade, on a :
G2 - Gl =-20.1ogw, + 20.logw, = 20.(-log(10.m,) + logm,) = 20.(-log(10)
-log(®,) + log(®,)) =-20 log10 = -20dB. On dit que cette droite est une droite de

coefficient -20 dB/décade. Une pente de 20 ou -20 dB par décade caractérise un
premier ordre. La valeur o_ = 1/T s'appelle la pulsation de coupure. C'est la valeur

pour laquelle I'atténuation est de -3 dB autrement dit la valeur pour laquelle
'amplitude du signal est divisée par car 20.log( ) =~ -3 dB.

J2 1//2
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institut

il 4.3 Etude asymptotique

EEEEEEEE

quand o tend vers 0, G tend vers 1 donc G, tend vers 0. On a donc une asymptote

horizontale. Gd% Diagramme de Bode : gain en dB
-10F 4
* Etude de la phase :
-20F 4
-30r par décade
(p=arg(G(ja)))=arg(l)—arg(l+jTa)) -40 e e e
103 104 105 106
Arctg(0)— Arctg(Tw)=0— Arctg(Tw)
0 Ftude de la phase
quand o =0| quand w=1/T
T T
=0 =0—Adrctg(1)=0—-—=-=
v v gd) 4 4 -50t i
quand @ — +x
-100
p=0-"=_" 103 104 105 106
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4.3 Analyse dans le domaine temporel :
détermination de la réponse a I'échelon d'un circuit
RC, en supposant les conditions initiales nulles

_ e(t) = T(¢) et|s(0)=0
A R A
e(t) |50  S(p)=6(p).E(p)+C.(p)

_ 1 _l =0
G(p)—1+RCp E(p)—p

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT 88



4.3 Analyse dans le domaine temporel :
détermination de la réponse a I'échelon d'un circuit
RC, en supposant les conditions initiales nulles

_ e(t) = T(¢) et|s(0)=0
A R A
0 |50  S(p)=6(p).E(p)+C.(p)

_ 1 _l =0
G(p)—1+RCp E(P)—p

1 1
‘ S(p)= -
1+RCp p
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e(t)

4.3 Analyse dans le domaine temporel :
détermination de la réponse indicielle d'un circuit RC

S(p)=—r

— 1+RCp p

R A Décomposition en éléments simples

__ A B
C ® (P) 1+RCp p

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT
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e(t)

A =

4.3 Analyse dans le domaine temporel :
détermination de la réponse indicielle d'un circuit RC

S(p)=—r

— 1+RCp p

R A Décomposition en éléments simples

1 A B
C ® (P) 1+RCp p

1

. | .
pjfnl/RC((l T ch) (1 + RCp).pj - piml/zec(;j =—RC

B= lm | p. : = lim : =1
p—o " (1+RCp)p) »—o 1+RCp

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT
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4.3 Analyse dans le domaine temporel :
détermination de la réponse indicielle d'un circuit RC

—RC 1

— S(p)_1+RCp+p
A R A ooy ] 1
e(t) C — | s (P)= (1/RC)+p T p
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4.3 Analyse dans le domaine temporel :
détermination de la réponse indicielle d'un circuit RC

_RC 1
— S(p):1+RCp+p
A R A -1 1
e(t T | 0 S(p)= (I/RC)+p  p
s(t)=—e " +T(1)

Pour t positif, I'équation s'écrit :

s(t) = (1 — eRth
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4.3 Analyse dans le domaine temporel :
détermination de la réponse indicielle d'un circuit RC

—RC 1
S(p)= +
—] I+RCp p
A R A S(p) —1 1
— = _|_
e(t) o | S0 PR p p
s(t)=—e " +T(1)
Pour t positif, I'équation s'écrit : 06}

S(t) = (l—eRCj 0.2}

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
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A R

C

A

ds(t)

RC +s(t) = e(t)

4
_Sp) _ 1
s(t) Glp) = E(p) 1+RCp
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i e détermination de la réponse fréquentielle d'un circuit RC
ds(t
R A RC S(t ) +s(t) = e(t)
—_ S 1
—— | st G(p) =22
C 2 E(p) 1+RCp
° On pose p = jo
1 1
/ j— ju— 1
G(]C()) 1_|_RC']a) 1+£ avec @, = E

a)C
G(jw) = ‘G(jw)‘ej-Arg(G(jw))
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4.3 Analyse dans le domaine fréquentiel :
détermination de la réponse fréquentielle d'un circuit RC

ds(t
R A RC S(t ) + 5(t) = e(t)
—_ S 1
— | s G(p) = S _
C ? E(p) 1+RCp
y On pose p = jo
1 1
G(jw) = — B
(.]0)) 1+ RCja) 1+£ avec a)c —
a)C
G(jw) =|G(jw)|e’ =) il Bl i
. 1 Frequency §ad'sec)
G(jo)|=

2
\/1+[w
a)c

arg(G(ja))) = —arctan ﬂ] Si }(e(G(ja))) >0 | L

10
Freguency §ad'sec)

w

C
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5. Etude des systemes du second
ordre

5.1 Etude du systeme du second ordre
5.2 Réponses temporelles des systémes de second ordre

5.?:j Relations caractéristiques des systémes de second
ordre

5.‘; Réponses fréquentielles des systemes de second
ordre

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT
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Systémes décrits par une

Fonction de transfert

d*s(t)
dt’

a,

5.1 Systéemes du 2eme ordre

équation différentielle linéaire a coefficients constants du 2éme ordre

ds(t) va,s(t)=b, d’e(t) b de(t)

+b,.e(t
dt dt’ dr ®)

+d,

b,p” +b,p+b,

G(p) =
(P) a,p’ +a,p+a,
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5.1 Systémes du 2eme ordre de
type passe-bas

. Systémes décrits par une équation différentielle linéaire a
coefficients constants du 2éme ordre

Fonction de transfert a écrire
sous la forme

2
+a,.5(t) =byet) | G(p)= K.o, :
D+ 2zw, p + @,

d’s(t) | ds(t)

d
> dr dt

b
G(p) = :
a,p’+a,p+a, |
Autre forme possible :

*Gain statique K G(p)=——

-Pulsation propre non amortie o, A

. : : W, O,
*Coefficient d'amortissement z
Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT 100




5.1 Systémes du 2eme ordre de type
passe-bas - Exemple classique

R L. _p
— F—mm o C=1uF MR(f) Rl(t)
V(1) Cc—— ]Vs(t) If{: Z;SIJQ u, (t) .y dl(t)
dt
) i(t)y=C d;‘c
1 K.o, t

G — =
(P) LCp*+RCp+1  p’+2za,p+w,

*Gain statique K=1 1
*Pulsation propre non amortie @, = Jic

*Coefficient d’amortissement z= %R\/g
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i 5.1 Classes de systemes du 2eme ordre

EEEEEEEE

. 3 cas distincts dépendant des péles de la fonction de transfert. Le discriminant est

donné par :
2 2 2
A=420 4w, =40, (2 1)
ler cas A>0 |[z>1 Systéeme apériodique 2 poles réels
2eme cas =0 [z=1 Systeme critique 1 pole double réel
3emecas |[A<0 |[0<z<1|Systeme pseudo-périodique |2 poles complexes conjugués

«z=0  systéme purement oscillant (a la pulsation o))
*z< (0 systemes instables non physiques
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5.2 2eme ordre - Fonction de transfert
*Fonction de transfert

Ko’ Ko’
G(p) = : = :
p’+2zop+a; (p-a fp-a,)

A=4z’w, —4w," = 4(002(22 . 1)

Poles

_ 4 N
Q , = 220, £ 20N 2 1:—a)ozia)ox/zz—l=a)0(—zi\/22—1)

2
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*Systéme apériodique (pdles reels) C?IL\lID'l'II-‘;\ILOElg‘S
Ky, Koy NULLES

G(p) = =
p2+22a)0p+a)§ (p_al)(p_a2)

K.o, 1
p—al)(p—az)'p p—a p—oa, p

S(p)=G(p).E(p)= (

5.2 2éme ordre - Réponses indicielles

s(t) = (A.e“lt + B.e™ + C)F(t)

13 //
. . o o . . s 80
Pour avoir une signification physique, Z e
’ . ¥ 60 /
on pourra écrire sous la forme -
~t ~t /
L o, L n| 7
y(t)=K|1- e + e’ O/ | | | |
Ti — ]"2 T; — ]"2 0 10 20 30 40

Temps en secondes
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- 5.2 2eme ordre - Réponses indicielles
*Systeme pseudo-périodique (pdles complexes conjugues)

Ko’ )
G(p) =— 0 - P —
P +2Z&)Op+a)0 mt A ay

Ko’ 1 ik
S(p)=G(p).E(p)= !

Alp+a)

UNIVERSITE vers
KECHIINER  technologls

Ae 7" cosmgt

P2z, p+a. p

{p+|::r.}:+m§

Ap+ B C 4t=ipme A
S(p)=——F _
p +2zoyp+w, p

1 ot . 5 E 100} / —_

y)=K|1- e U sml\oVl-z" +¢ e
L VI d P

Sin ¢ - 1 i Zz 220_/ 10 20 30 40 50
COS ¢ = —Z Temps en secondes

Transformée de Laplace, JMT, IUT de Grenoble, Département RT 105



5.3 2éme ordre
Relations caractéristiques

e
EEEEEEEEE

*Temps du 1er dépassement *Pseudo-période
/ T T 27
Dl — p
a)O\/l—22 a)O\/I—22
*Taux de dépassement *Pseudo-pulsation
D,% =100e V1= ®, = w\1- 2>
2
Pulsation de résonance @, = \/1 —2z
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5.4 Diag. Bode -
2eme ordre apériodique
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Gain dB

Phase deg

institut
niversitaire de
technologie 1
EEEEEEEE 1

5.4 Bode 2eme ordre pseudo-périodique

T T T 1 T o b
(0] ———— T~ 8z
™~ Pente de -40 dB/décade
-5 L _
-10L \\ |
_15 | \; —
N
_20L \\ |
N
25 e —_—y ]
10-2 10-1 100
Frequency (rad/sec)
(0] B LI I I l— v
—_—
\s\
\\
-100 |- A =
\
-150 L ——— {7
_200 | ] — e— — | ] e— — —
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5.4 Bande passante
Fréquence de coupure

UNIVERSITE universitaire de
KECHIINER  technologls

‘Pulsation de coupure »_a -3db : fréquence a laquelle un

systeme de type passe-bas présente une amplitude inférieure
de 3 dB a celle du régime continu

- Systeme du 1lerordre  o_=1/T
- Systéme du second ordre

w, = wyN1-22 <w,=wN1-2z° <o, <o,

*|la fréquence de coupure caractérise la bande passante d’'un
systeme passe-bas

une bande passante eleveée correspond a une constante
de temps faible (systémes rapides)
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5.4 Diagramme de Bode asymptotique
des filtres de base du 2eme ordre

* Filtres de base
— Filtre passe-bas du 2eme ordre :

G(p)= 2

— Filtre amplificateur HF du 2eme ordre :

p2 2z
G(p)=L +=Zp+1

2
0 ),
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5.4 Diagramme de Bode asymptotique
des filtres de base

* Filtre passe-bas du 2eme ordre

0 S S RS S
: : : ; Pel_lte de —40 dB_a/décade

-
Gain dB
8

.......................................................................

G(p)= 2 T (o — 0,

Pulisation m (radr:”sec)

Phase deg
N
3

Pulsation  (rad/sec)
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5.4 Diagramme de Bode asymptotique
des filtres de base

* Filtre amplificateur HF du 2eme ordre

40
£ 2ol-
E ~ Pente de 40 dB/décade
L‘TD’ () I ————r—r—— . . . < ke P P S

5 o, T 100,
2 Z Pulsation  (rad/sec)

Pulsation o (rad/sec)
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5.4 Diagramme de Bode asymptotique
- fracé rapide

* Tracer le diagramme de Bode asymptotique

' ' : 1+10
du filtre suivant G(p)=po o 10
0lp?+02p+1

| w. =1rad/sec

2 @ ,=0.1rad/sec
[ﬁj +2 2 41 c2
10 10 w,., =10 rad /sec
=G, (p)>xG,(p)*xGy(p)

= X L X
G(p)=p (1+ 0.1)

G(dB)=G,(dB)+ G,(dB)+ G,(dB)
=@ +@Q, + Qs
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